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Rksmd-On effectue l’analyse dimensionnelle a partir des equations de conservation les plus get&ales 
&rites dans l’approximation de la couche limite. Les conditions aux links comportant un flux de chaleur 
donnt a la paroi, on montre que de m&e que le coefficient de dilation /I du fluide conduit au nombre de 
Grashof qui r&it les effets de convection naturelle, de m&e le coeffkient de temperature y de la viscositt 
conduit a un nombre sans dimension N qui regit les effets de viscosite variable. On dkfiit ce qu’on entend 
par koulement pseudo-etabli et on donne des resultats numeriques pour les types courants d’koulements 
laminaires. L’analyse dimensionnelle s’applique sans modification a l’etude expkimentale des kcoule- 

ments turbulents. 
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NOTATIONS 

constantes d’integration ; 
nombre sans dimension, /hpb/k ; 
demi distance entre plaques 
chauffantes ; 
nombre sans dimension, S/b 

cpblk ; 
chaleur specifique du fluide (a 
pression constante) [J/g”C] ; 
diametre hydraulique ; 
nombre d’Eckert, wik/ccpb ; 
fonctions ; 
nombre de Froude, w,f,k/gflqb2 ; 
composantes suivant Y. Z des 
quantites de mouvement adi- 
mensionnelles ; 
abreviation pour le rapport, 
Gr/Re ; 
acceleration de la pesanteur ; 
nombre de Grashof, 

p2g8@4/k~2 ; 
enthalpie [J/g] ; 
coefficient d’echange thermique 
[W/cn+T] ; 

K1, K2, K3, constantes; 

k 

N, 
W 

t, 

pr, 
4*, 

Re, 
4 
t* 
T: 
T*, 
u, 

v, w, 

v, w, 

conductibilite thermique du 
fluide’[W/cm”C] ; 
nombre de Yang, yp(p b/k ; 
nombre de Nusselt, h b/k ; 
pression statique ; 
pression adimensionnelle, 

(P + POs~)lPOwzI~ 

nombre de Prandtl, q/k ; 

parambtre de Wolf-Leppert, 

VIP w,Ho ; 
nombre de Reynolds, pw, b/p ; 
temperature [“Cl ; 
difference, t - t, ; 
temperature adimensionnelle, 

(t - to)/(rpb/k); 
difference, T - T, ; 
vitesse de la paroi dans l’ecoule- 
ment de Couette ; 
composantes de la vitesse en un 
point (Y, 4 ; 
composantes adimensionnelles 
de la vitesse en (Y, Z) ; 
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V’*, 

Y, z, 
y, Z, 

? 

existe entre les Cquations de conservation de la 
quantitt de mouvement et de conservation de 
l’bnergie. On adopte comme point de d&part 
l’approximation des Equations de la couche 
limite A deux dimensions et on fait une analyse 
dimensionnelle aussi compltte que possible. 
Le but recherchk est de d&inir les parambtres 
adimensionnels lorsque l’on se fixe le flux de 
chaleur A la paroi, de poser le problkme A 
rtsoudre tant du point de vue thkorique que du 
point de vue expkrimental, de le rksoudre dans 
certains cas d’koulement laminaire. 

1.1 Bibliographie sommaire et hypothtses 

autre expression adimension- 
nelle Re Pr V ; 
coordonnkes ; 
coordonnkes adimensionnelles ; 
tote adimensionnelle Z/Re Pr ; 
coefficient dedilatationdu fluide 
dans (4) ; 
coefficient de tempkrature de la 
viscositk dans (5) ; 
coeffkient de tempkrature de 
la masse spkcifique dans (4) ; 
coefficient de temptrature de 
la viscositk dans (3 1) ; 
paramttre de forme du profil 
des vitessesJ4 = $Gr/Re ; 
coefficient de perte de pression 
unitaire par frottement 
= 2h,‘pw; 1 dp//dz 1 ; 
viscositk dynamique du fluide ; 
masse spkcifique du fluide ; 
tension tangentielle ; 
densitb de flux de chaleur A la 
paroi [ W/cm2]. 

Le probleme doit &tre abordC en s’atfachant 
A l’aspect du dkveloppement simultank des 
profils des vitesses et des tempkratures A partir 
de l’entrke du canal chauffant. En effet on ne 
peut pas admettre a priori que l’bcoulement 
puisse s’ktablir tant que les propriCtQ physiques 
continuent A varier. 

Indices 

5 
H, 
iso, 

frottement ; 
avec transfert de chaleur ; 
isotherme ou sans transfert de 
chaleur ; 
moyenne sur y 6 (0, h) : 
A la paroi pour y = b ; 
A 1’entrBe du canal pour z = 0. 

De plus, comme le dit Deissler [l], la difi- 
cult& essentielle dans le transfert de chaleur avec 
propriMs variables est que chaque fluide doit 
&tre trait6 skparkment puisque leurs variations 
sont diffkrentes. Nous examinerons dans cette 
note le cas de l’eau et des m&aux iiquides. 
Nous simplifierons m$me l’analyse en ne con- 
sidtrant que les variations de la masse spbcifique 
p et de la viscositk p en fonction de la tempkra- 
ture t, car les variations faibles de la chaleur 
spkifique c et de la conductibilitk thermique k 
n’ont sur les phBnom$nes que des influences du 
second ordre, du moins tant que 1’Ctat con- 
sidkrk reste Cloignk de V&at critique. 

INTRODUCTION 

LA DI~TEXMINATION, expkrimentale ou thkroqiue, 
des coefficients d’kchange thermique et de 
frottement dans un tuyau dont les parois sont 
chauffkes pose des probkmes dklicats lorsque 
les proprib% physiques du fluide sont variables. 
Certains rtsultats expkrimentaux qui a premikre 
vue, paraissent disperds, ou en contradiction 
avec les formules admises, doivent ttre mieux 
expliquts si on introduit lkfluence de la varia- 
tion des propriktts physiques A la traverde 
de la couche limite. 

On examine dans cette note le couplage qui 

1. EQUATIONS GENERALES 

L’eau 6tant incompressible et peu visqueuse, 
il n’est pas indispensable de faire figurer dans 
l’bquation de l’knergie les termes d’knergie de 
compression et d’tnergie dissipke en chaleur 
par le frottement visqueux. 

Le but principal de l’ktude est de faire 
apparaitre le lien qui existe entre le flux de 
chaleur (condition imposke A la paroi) et la 
variation de la viscositt, et ceci en utilisant 
les mCthodes CprouvCes de la littkrature : 
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lien entre le flux et la variation de masse 
spkifique mis en evidence pour la convection 
naturelle par Sparrow et Greeg [2], utilise 
depuis par Vernier [3] : 
introduction du flux comme condition aux 
limites dans le probldme de Graetz-Nusselt 
par Sellars et al. [4] et Cess [S]. 

Les parametres introduisant le flux que l’on 
trouve dans la litterature sont ceux de Deissler 
[ 11, McEligot et Leppert [6] et Yang [7]. 

Le. parametre de Deissler : 

A= cp 
$47pPJ 

contient a la fois le flux (don&), et la tem- 
perature et la tension tangentielle aux parois 
(inconnues). Comme le fait remarquer Leppert 
[6], ce parametre n’est pas un parametre libre 
puisqu’il contient des inconnues. 11 s’ensuit 
que des resultats exprimes a l’aide de /3h 
necessitent une procedure d’iteration lorsqu’un 
ingenieur de projet veut les utiliser. Le para- 
mktre /ID ne represente pas correctement les 
resultats de ce demier auteur [6]. 

Le parametre de Wolf-Leppert [6] 

q* = rp 
PW,HO 

ne contient effectivement que des grandeurs 
don&es et aurait, dit l’auteur, l’avantage de 
rester constant tout le long du canal chauffant. 
Les correlations de Leppert sont done de la 
forme : 

Nu = K, . Re0v8 . Pr0*4. exp (-K,q*) 

4f = I&. exp (-K,q*). 

On peut se demander comment le fait de se 
fixer l’enthalpie d’entree Ho peut rendre compte 
de la variation des proprittes physiques en 
fonction dela temptraturequel que soit l’abscisse 
dans la zone d’ecoulement Ctabli. 

Tous les essais rtcents faits avec un flux 
impose ont et& analyses par Costa [8] : d’une 
maniere g&kale, on trouve que les parambtres 
utilisks pour rep&enter les variations des 
proprietes physiques sont : 

At = t,, - t,,,, 
CL, Pr, Tm 
zpr,‘z 

Comme a l’epoque ou les essais Ctaient faits 
avec une temperature de paroi constante donnee, 
on a continue a utiliser les valeurs mesurees 
de ces temperatures (inconnues en thtorie) 
pour Ctablir les correlations. 

Le parametre de Kwang-Tzu Yang [7] : 

Q!!!!z 
k 

est, a notre connaissance, le premier nombre 
sans dimension qui permet de relier le flux et la 
variation de la viscosite avec la temperature 
dans le cas d’un liquide. C’est cette procedure 
que nous admettrons en developpant l’analyse 
dimensionnelle qui va suivre. Les calculs de 
K. T. Yang [7] utilisent une methode integrale 
du type von K&man-Pohlhausen et con- 
cement le developpement de la couche limite 
thermique (probleme de Graetz) en Ccoulement 
laminaire. On observe tres bien la diminution 
du frottement et l’augmentation du nombre 
de Nusselt pour des valeurs positives de L 
croissant. A propos de ce parametre Iz, on peut 
aussi consulter [24,25]. 

L’article le plus recent est celui de Poots et 
Rogers [9] : les connaissances concemant les 
liquides sont actuellement peu satisfaisantes. 
Cet article est le premier d’une serie concemant 
uniquement le cas de l’eau. 11 s’agit ici d’ecoule- 
ments de Poiseuille-Couette avec temperatures 
de paroi imposees: si l’on revient 51 ces con- 
ditions aux limites, c’est que, comme les auteurs 
le font trts justement remarquer, seules de telles 
conditions admettent un ecoulement etabli et que 
par consequent, les effets recherchts de variation 
des proprietes ne sont pas masques par les 
phenomenes d’etablissement. Par contre, ces 
auteurs n’ont pas recherche si un seul parametre 
sans dimension comme celui de Yang [7] 
pouvait &tre une bonne approximation suffisante 
dans le cas de l’eau et des metaux liquides. 
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1.2 Equations et conditions aux limites 
Les kwations de conservation, kites dans 

I’approximation de la couche limite, sont 
(Schlichting [lo], p. 301) : 

a(w)+ a(p,) = o -- 
ay az (1) 

(2) 

pc(lI$+ WE) (“w) (3) =k$+p ay 2. 

&s equations, bidimensionnelles, s’appliquent 
au canal vertical defini par deux plaques planes 
paralltles de largeur infinie, distantes de 2b, 
de hauteur quelconque. 

2cI A 

FIG. I 

Les equations caracterisant l’etat physique 
de l’eau seront &rites sous la forme suivante: 

P = POD - B(t - to) - w - hJ)2l 
(4) 

1 1 -=- + r(r - to) (5) 
P PO 

qui permettent de rep&enter dune man&e 
assez satisfaisante la masse specifique et la 
viscosite dynamique de l’eau. Nous precisons 
plus loin l’incidence theorique de lois telles que 

(4) et (5). 
Jusqu’h prkent, l’inventaire des inconnues est 

le suivant : 

dp 
u, w, dz’ t, p, p. (6 inconnues). 

Nous n’avons que 5 equations. La 6eme sera 
la forme integree de l’equation de continuitt 
en introduisant la vitesse massique moyenne 
p. w, qui sera une des donnkes du problkme : ’ 

j pw dy = bp,w,. (6) 
0 

Les conditions aux limites du problkme 
pourront &tre les suivantes : 

z=o t = to v=o w=w,fK 
0 

u=o a~ at“ o 

-6;=y= 

1.3. Analyse dimensionnelle 
1.3.1 Cas gtnkral. Les variables adimension- 

nelles introduites seront : 

t - to 
T=--- 

cpblk 
Y = y/b Z = z/b. 

Ce qui permet, compte tenu de (4) et (5) 
d’ecrire les equations (l)-(3) et (6) sous la forme 
suivante, ou l’on a ntglige les variations de p 
qui s’introduisent dans les termes de frottement 
par l’usage de la fonction G : 

(7) 

FL 
aY 

aF 8G 
-+-=o 
ay az 

+ ; T(l + CT) (8) 
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EC 1 aG 2 

+ixTFT z 0 
(9) 

iGdY=l. (10) 

Tandis que les conditions aux limites sont : 

Z=O T=O F=O G =_fV’) 1 

Z.>O Y=O F=O 
aF aT 
E’au’O 

y=l F=G=O !$I 
I 

(11) 

Les parambtres sans dimensions, qui determi- 
nent le probleme post apparaissent dans les 
equations (7)-(9) : 

Nombre de Reynolds Re PoYJJ _ 
PO 

Gr gb Bqb Nombre de Froude Fr Fr-’ = - = -. - 
Re2 wi k 

Nombre de Prandtl WO Pr = k 
av aw 
ar+==o 

Nombre d’Eckert EC - w: 

cb 
k 

aw aw dP 
v~+W~=-dZ 

Nombre de Yang [7] N wocpb _ 
k ’ 

Nombres caracterisant la variation de la 
masse sptcitique : 

aT aT 1 a2T 
vay+waz=zi%~ 

,A! 
k 

-c-b!!! 
-j?k’ 

iWdY=l. 

Le probleme pose depend done des 7 para- 
metres ci-dessus. La vitesse, la temperature en 
un point, dependent tvidemment en plus de ce 
point (Y, Z). La pression, le nombre de Nusselt, 
le nombre de frottement, dependent en plus 
seulement de la tote Z. Ces deux quantites sont 
detinies par 

Nu-’ = T(1,Z) - j GTdY (12) 
0 

ARe = 

Nous allons maintenant examiner le moyen 
de reduire le nombre de parambtres determinant 
le probleme, tout en restant dans un cas t&s 
general. Nous ferons simplement l’hypothbse 
que les variations de masse specifique n’inter- 
viennent que dans les forces de densitt (B = 0) 
et sous forme lineaire (C = 0). 

1.32. Riductian du nombre de 
Dans ces conditions, en posant : 

Jkv 
wm’ 

w=K 
WItI 

les equations (7)-(10) prennent 

paramhres. 

une forme 
analogue a celle que l’on rencontre dans tous 
les tours et notamment dans [lo] p. 300 : 

+;T 

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 
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Le problbme assez general pose depend de 5 Ainsi, au lieu de (18), on aura pour le Nusselt : 
parambtres, plus le point (Y, Z) consid& ; pour 
le nombre de Nusselt, on a done : Nu = F 

( 
Pr, ;, N, EC, Z” 

> 
(24) 

Nu = F(Re, Pr, Fr, N, EC, Z). (18) c’est-a-dire un paramttre de moins. Par contre 
la transformation de Sparrow-Acrivos [ 13, 

Nous allons maintenant utiliser un change- 141 ne modifie pas la forme (18) a 5 parametres. 
ment de variables qui va permettre de r&ire Remarquons que le parametre ReiFr s’tcrit : 
le nombre de paramttres de une unite. Parmi Re Gr 
tous les changements possibles que l’on ren- - = -* 

contre dans la litterature, Bodoia [ll] et [ 121, 
Fr Re 

Sparrow-Acrivos [13, 141, c’est encore la trans- 
Le parametre Gr/Re regit la convection mixte 

formation de Graetz Nusselt employ& par 
(naturelle et for&e) en canal. On le trouve pour 

Worsse-Schmidt et Leppert [15] qui nous 
la premiere fois semble-t-il chez Hanratty [16, 
171. Il est utilid par Vernier [3] et par Metais _ _ 

semble la plus pratique. Il suffrt de poser: 
[ 181. Rappelons que, le long de la plaque 
verticale, c’est le parametre Gr/Re2, construit 
avec la tote 2 courante, qui regit la convection 
mixte. 

V* =RePrV et Z*=& 

et les equations precedentes deviennent : 

aV* aw _ 
ay+az*=o 

i?W aW dP 
v*Jy+w7@=-dz* 

aT aT a2T 
v*y+waZ*=p 

iWdY=l. 

(19) 

(20) 

Cas de la convection for&e Mmentaire : 

Gr = 0 N=O EC = 0. 

Le nombre Re disparait du probleme mathe- 
matique a resoudre : 

Nu = F(Pr, Z*). 

Le phenomene est le meme pour un Z* donnt : 

z* = ZI - = * = Cte. 
Re, Pr 

(21) Plus le Reynolds est grand, plus l’btablissement 
est long. On sait d’autre part que Nu, = Cte, 

(22) 
independant de Pr et Re. 

1.33. Possibilittdesolutionasymptotique. Nous _. 
Avec les conditions aux limites identiques a 

examinons maintenant l’approximation cour- 

celles &rites plus haut : 
ante valable pour les fluides peu visqueux, c’est- 

, a-dire que le nombre d’Eckert EC est nul: 
Z*=O T=() V*=O w =AY) 

I 
EC = 0. 

Le systeme (19)-(22) n’a pas de solution 
asymptotique telle que : 

aw 
v=o ==O 

d2P 
dZ*2=O 

comme dans le cas N = 0 trait6 dans [19] avec 
(23) les variables de BodoTa [ 121. 
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La non existence dune solution asympto- 
tique n’empikhe pas necessairement celle d’une 
solution quasi-asymptotique qui reprkntera 
une solution approchke acceptable du problem& 

Au lieu de la temperature d’entrke du canal 
t = to pour z = 0, qui nous a permis de definir 
les nombres Pr, Re, Fr, N, nous choisirons 
comme temperature de reference a la tote z la 
temperature moyenne de melange t,. On cherche 
une solution pour la temperature et la vitesse de 
la forme : 

t = t,(z) + t*(y) 

w = w(y). 

On definira ainsi la quantite adimensionnelle : 

T*(Y) = 5 = T - T,(z). 
cpblk 

Les paramktres adimensionnels seront mainten- 
ant : Re,, Fr,, Pr,,,, N, d&finis avec les proprietes 
physiques prises a la temperature t,,,. 

L’tquation de l’bnergie (16), integrke de Y = 0 
a Y = 1, permet de calculer la temperature 

T,,,(Z) : 
1 

& WTdY= 
s 

1 

Re, . Pr, 
0 

c’est-a-dire, puisque j W dY = 1 
0 

dTn 1 
dZ - Re, . Pr,,,’ 

Ainsi, on pourra remplacer 
(14)(17) par le systeme : 

dP,_ 
dZ - 

avec les conditions aux limites : 

Y=O 
dW dT* o 

dy=dy= 

Y=l W=O, -= 
dT* 1 

dY ’ 

Le systkrne integro-differentiel ordinaire ci- 
dessus est non lidaire et on ne peut afkrner 
qu’il existe une seule solution. Pour des raisons 
physiques, on admet que la solution existe. Les 
fonctions W et T* ne sont fonctions explicite- 
ment que de Y. La dependance par rapport a Z 
ne se fait que par l’intermediaire des propriettts 
physiques prises a la temperature t,. 

Les definitions (12) et (13) deviennent : 

r NU-’ = T*(l) (29) 

i 
A, Re, = . (30) 

Comme pour l’ecoulement developpe en con- 
vection naturelle [3], pour lequel on avait : 

Nu = fonction de $, g = g 
( > 

on aura ici pour l’ecoulement developpe en 
convection for&e : 

(25) 
Nu, = fonction de N,. 

D’une facon gtnerale, en convection mixte : 

les equations 

1 d 

( 

1 dW T* 

> 

Une fois de plus, on constate que le nombre 
-- 
Re,dY 1 +N,T*‘dY +E de Prandtl n’intervient pas dans la determina- 

tion de la convection laminaire Ctablie dans un 

(26) canal de section constante chauffe uniformement 
ii flux constant. 

(27) 
1.4 Non linkarit6 des proprittc% physiques 

WT*dY =0 

Nous terminons ce chapitre en montrant 

(28) 
comment la non linearite des proprietts phys- 
iques en fonction de la temperature complique 
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le probleme. Au paragraphe 1.3, la relation 2. RESULTATS ET APPLICATIONS 

lineaire (5) : 2.1 Convection mixte 

1 1 -=-- 
CL IJO 

+ Y(t - to) (5) 
2.1.1 Ecoulement Ptabli (cas linkaire N = 0). 

On donne les valeurs numeriques de la fonction 

si elle est vraie, entraine y = Cte quelle que soit 
Nu = F(IZ) calcuks e l’aide des fonctions @*(A) 

la temperature de reference : 
et F,(J) don&es dans [3]. Voir a ce suijet 
1’Annexe 

1 0 OS 1 1S 2 2s 3 3s 4 

Nu 8,235 8,245 8,388 8,988 10,454 12,906 15,859 18,723 21,397 

temperature d’entree to + p. = Ato) 
temperature moyenne t, + pm = p(t,). 

Par contre, une relation du 2eme degrt : 

1 
-_= 1 + y(t - to) + c(t - toy 
CL PO 

entraine des valeurs de yfonction de to. 
En effet si on a : 

1 
- = a + bt + ct’ 
p 

(31) 

(32) 

c=c 

d 1 

y = z i [ 01 = b + 2ct, 
1=10 

1 
- = a + bt, + ct& 
PO 

Par suite la relation (31) s’ecrira sous forme 
adimensionnele : 

PO - = 1 + NIT + N,T*aulieudel + NT 
lu 

avec 

N, = ypo’pb 
k N2 = cpo $ 0 

2 

soit 2 parambtres NI et N2 au lieu d’un seul N. 

A la Fig. 2, on a trace la courbe Nu = F(n). 
La droite $2 represente l’asymptote pour 
1+ co. On a indique aussi les points experi- 
mentaux [3]. Ces resultats sont don&s avec les 
definitions suivantes : 

4 Nu+L---_ 
T*(l) 

etA4 = PodW3 _ 1 Gr 

+hn 4Re’ 

2.1.2 Dkveloppement de l’kcoulement. On a 
Ctendu la methode numerique des differences 
finies de [19] avec N # 0. On a trait& les cas 
(Fig. 3 et Fig. 4): 

i 

N = 0. Gr/Re = 815 Pr = 6,82 

N = 6,03 GrJRe = 535 Pr = 6,82. 

Figure 3, on voit que le Nusselt trouve 
depasse d’environ 4,5 pour cent le Nusselt 
obtenu pour N = 0, ceci dans la region d’ecoule- 
ment developpt. Il semble que le Nusselt passe 
par un minimum avan d’atteindre une valeur 
asymptotique. Figure 4, on note l’influence du 
parametre N sur les profils des vitesses W(Y). 
Pour N = 0, on a pris G = 875 afm detenir 
compte des proprietes physiques moyennes du 
fluide sur le champ de l’ecoulement. Le profil 
asymptotique doit presenter des vitesses nega- 
tives sur l’axe du canal dbs que G > 47c4 
(= 389,63). On ne peut approcher ce protil car 
le calcul aux differences devient instable [12] 
dts que W < 0. 
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/ 
I I I 

0 I 2 3 

x 

FIG. 2. Nombre de Nusselt. 

30 

t\ \ 

G N C Pr 

I 875 0 0 4.16 
2 535 6.03 0 6.82 
3 324 6.03 2.62 6.82 

0 0 0 
I I I I 

0 005 
.?* 

FIG. 3. Nombre de Nusselt. 

Pour N = 6,03: la valeur de G = 535 est plus 
petite puisque c’est le viscosite p. a l’entrt du 
canal qui sert au calcul. 

La vitesse dans l’axe devient negative pour 
une cot Z* dkpassant de 7 pour cent celle du 
cas oh N = 0. Le maximum de vitesse est plus 
proche de la paroi. 

Indiquons que les mithodes numeriques qui 
utilisent la technique des differences linies ont 
subi ces dernieres an&s une mise au point tres 

2.0- 

G=535 
N=6*03 

Pr=6.82 
c=o 

I-’ I 

0 0.5 

Y 

FIG. 4. Profils des vitesses. 

poussee qui permet de les crediter d’une grande 
confiance. Les pionniers de ces methodes sont : 
Bodo’ia et Osterle [ll, 121 pour l’bcoulement 
en canal et S. W. Churchill [20] pour l’tcoule- 
ment en milieu semi infini, les deux avec 
l’approximation de la couche limite (+/ay = 0). 

Rtcemment, des calculs en canal ont CtC faits 
avec ces methodes par Hornbeck [21], Hwang 
[22], Worsoe-Schmidt et Leppert [ 151. Ce 
dernier traite le cas des gaz. Le cas de l’eau a 
CtC traitt par Chato [31]. 

Une justification de l’emploi de cette tech- 
nique des differences reside dans l’avis unanime 
de beaucoup d’auteurs pour dire que des 
methodes approchees, telle que la methode 
integrale de la couche limite (von Krlrman- 
Pohlhausen), donnent une mauvaise precision 
dans les cas qui nous inttressent. 

On commence a rencontrer des etudes 
d’tcoulement bidimensionnel oh l’on aband- 
onne l’hypothese de la couche limite afin de 
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chercher l’influence du gradient de pression 
transversal ap/ay. Cette generalisation entraine 
le traitement des equations aux derivees parti- 
elles de Navier-Stokes [23] [32]. 

2.2 Convectionforcbe en rkgime Ptabli (Gr/Re = 0) 
2.2.1 Ecoulements de Poiseuille et de Couette 

avec tempkratures de paroi impostes. Nous 
traitons a titre d’exemple deux cas simples 
d’hcoulements rkellement Ctablis. Poots [9] a 
resolu ces problemes de facon purement nu- 
mtrique sans faire apparaitre l’influence pre- 
mitre du nombre N. 

(a) Ecoulement de Couette 

{y=O w=o t=t, 

FIG. 5. 

(b) Ecoulement de Poiseuille 

y=o w=o t=t 0 1 s w dy = bw,. 
y=b w=O t=t O 1 I y=b w=u t = t,. 

En posant 

Re = pUb 
PO 

N = wo(t1 - to) 

Les equations sont ici : 

Reg=-&(&g) =A= Cte 
(33) 

u 1 

t - t, 
W = ; T = ~. 

- =o 
P = (p f pgz)/pU’ dY2 

(34) 

t1 - to IY=O W=O T=O ; 

Les equations (2) et (3) s’ecrivent : Y=l W=O T=l 3 
WdY=l 

Reg=&(&g) Y=o W=O T=O (33) 

d2T o 
djz= Y=l W=l T= 1. (34) 

Pour l’ecoulement de Couette, on a dP/dZ = 0. 
On a done comme solution : T = Y et l’equa- 

tion : 

Ici encore T = Y et l’tquation (33) devient : 

qui donne comme protil des vitesses les para- 
qui donne comme protil des vitesses les cubiques: 

boles : W=13Y+&(A+BN)Y2++ANY3 

w= y 2+Ny 
‘z-z- (35) (36) 



avec 

i 

A= 
3q2 + Iv) 

3(2 + N)2 - 2(3 + N)(3 + 2N) 
12(3 + 2N) 

B 
= - 3(2 + IV)’ - 2(3 + N)(3 + 2N) 

Pour N + 0, on a bien : 

A,,= -12 B,=6 

w, = 6Y(l - Y) 

(A Re), = 2 1 A0 ( = 24t 

FIG. 6. 

B 
Maximum de W pour YM = - -A 

Inflexion de W pour & = - k A+ $ 
cv > 

Inflexion en Y = 0 

1 d’=WT 
dY (40) 

W(1) = 0 

U(0) = 0 U(1) = 1 

A 
1,; z (0) = 0 z (1) = 0. 

siN= --_= - c’est :&dire 
B 1 N 

2+3- 
A Ctant la constante a determiner. Rappelons 

we 
ARe 

A=-- 
2 

et T(l)=&. 

PourN=O,onaA= -3etT(l)=g$ 
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2.2.2 Ecoulement de Poiseuille avecflux impos&. 
C’est le cas presente au paragraphe 1.33, con- 
cernant l’ecoulement quasi Ctabli en convection 
for&e ; pour alleger les notations, on a remplace 
N,etT*parNetT: 

I ii&T3 =A 
1 

1 W=$ j WTdY=O 

Y=O 
dW dT 

dY=dY= 

o 

Y=l W=OdT=l 
dY ’ 

Mis sous forme canonique pour la resolution, 
ce systeme devient : 

I 
dW 
dY = AY(l + NT) (37) 

dT -= 
dY ’ 

dU w -= 
dY 

(38) 

t Si on utilise le diambtre hvdrauliaue D = 46. Dour 
detinir A. Re et Nu. on trouve les-valeurs’bien connuks’ 

( ARe = 96 
t Si on utilise le diambtre hydraulique D = 2b, pour 

dkfinir A et Re, on trouve la valeur bien conme A Re = 96. i Nu = g 
I I 
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La methode de resolution de ce systeme 
consiste a Ccrire que la quantite 

sz = V(O) + 12(O) 

est une fonction des 2 variables A et T( 1) : 

s2 =f[A, T(l)] = 0 

dont il faudra trouver les couples de racines. On 
utilisera pour @a une methode de minimisation. 

Quant au calcul de S2, il se fera par la resolu- 
tion du systeme differentiel ci-dessus par une 
mtthode du type Runge-Kutta avec donnees 
initiales : 

W(1) = 0 U(1) = 1 I(1) = 0 T(1) et A. 

c 
4 

I I I I 
0 5 IO 

N 

FIG. 7. Frottement et Nusselt. 

La Fig. 7 indique les variations de Nu = 4/T 
(1) et ARe = 32 IAl en fonction de N. On 
constate que le frottement est beaucoup plus 
influence que l’echange de chaleur par la 
variation de la viscosite avec la temperature. 

3. CONCLUSIONS 

On a rappel6 ou mis en evidence les nombres 
sans dimension qui interviennent dans la deter- 
mination des lois de frottement et d’echange de 
chaleur pour la convection laminaire dans les 
tuyaux. On a present6 des resultats numeriques 

montrant l’influence du parametre de viscositt 
N dans des cas courants. 

On peut avancer que l’extension d’une telle 
analyse dimensionnelle aux tcoulements turbu- 
lents doit se faire sans risque; de la meme 
maniere qu’on a toujours utilise les nombres de 
Reynolds et de Prandtl pour Ccrire les lois de 
l’ecoulement turbulent, on pourra utiliser tout 
nombre nouveau deduit de la theorie laminaire 
A cet effet. 

Enfin il est apparu que les techniques de 
resolution numerique par les differences tinies 
Ctaient bien au point pour traiter l’approxima- 
tion de la couche limite. Par suite toute hypo- 
these de diffusivite turbulente peut aisement 
&tre introduite pour traiter les Ccoulements 
turbulents non developpbs. 
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ANNEXE 

Les Solutions Analytiques Asymptotiques 
des Lkotdements en Convection hfixte 

Les equations des movements dtve1oppe.s seront deduites 
du systeme des equations (19) (22) de la section 1.32. On 
cherche des solutions de le forme : 

i 

w = W(Y) v=o 

T = @(z*) + T*(Y). 

En posant G = Gr/Re, le systemme devient : 

;g - G . T,(Z*) = g + G . T*(Y) = A (A.l) 

&=a”T 
az* ay= 

bJYdY=l. 

(A.21 

L’huation de continuitb (19) est satisfaite identiquement. 
On voit que l’6quation (A.1) est &pa&e en deux (A = Cte). 

Nous ttudierons les solutions analytiques du probJ&me 
ci-dessus dans les deux cas suivants : 

~chauffement d’un liquide ascendant, G > 0 
tchauffement dun liquide descendant, G < 0 

G > 0 correspond aussi au refroidissement dun liquide 
descendant 

G < 0 au refroidissement d’unliquide ascendant. 

Echar@n~eti d’un liquide ascendant: G > 0. 
Les conditions aux timites sont : 

y=o aw aT 0 -3-=I 

a~ au (A.4), 

Y=l w-o; 
8T 

- 1. 
ar- (A.4), 

L’intlgration de (A.2) de 0 a 1 donne; en utilisant (A.41 

d 

dZ’ 
WTdY = 1. 
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La definition de le temperature de melange est 

T,jWdY = j WTdY. 

0 0 

C’est-a-dire, ttaut donne (A.31 et le fait que T,(O) = o 

T, = Z*. (‘4.6) 

Alors, puisque T = T, + T*. on obtient une condition 
nCcessaire qui remplecera (A.3) et qui est 

jWT*dY=O. 
0 

Le systeme a rtsoudre devient done 

d2W 

I I 
*+GT*=A 

d*T* 
--W=O 
dY2 

dWT*dY=O 

II ;& = A + GZ*. 

Les conditions aus limites (A.4) devienment : 

Y=O W”’ = T”” = 0 

Y=l W = 0; T*(r) = 1. 

L’tlimination de T* entre (A.7) et (A.8) donne 

d4W 
-+G.W=O 

(A.7) 

(A.8) 

(A.9) 

(A.lO) 

(A.ll), 

WU2 

(A.12) 

pour laquelle les conditions aus limites. deduites des (A.ll) 
et de (A.7). sont 

Y=O W”’ = W’3’ = 0 

Y=l w = 0; W”’ = -G (A.l3), 

Nous poserons G = 4A4; I’equation caracttristique de 
l’kquation linhire homogene du 4’ ordre (A.12) est done 

z4 + 41* = 0. 

Les solutions particulibes symetriques de (A.12) sont 

chIYcos1Y et shIYsin1Y 

qui vtritient indentiquement les conditions (A.ll),. Les 
conditions aux limites (A. 1 l), permettent d’obtenir : 

sh 1Y sin rlY 

shI,sinI 1 
(A.14) 

que nous noterons : 

w =.fAn, Y). (A.15) 

L’elimination de W entre (A.7) et (A.8) donne 

d4T* 
*+GT*=A (A.16) 

pour laquelle, les conditions aux limites, deduites des (A.ll) 
et de (A.8) sont 

Y =u T*“’ = T*t3’ = 0 
(A.l6)1 

Y=l T*(2) = 0. T*‘” = 1. (A.l6)2 

Comme pour l’inttgration de (A.12), les conditions aux 
limites (A.16), permettent d’obtenir: 

T* _ A _ 1 sh2i.sin2i 
G 2Ish23, - sin21 

X 
chIYcos1Y + shIYsin1Y 

sh 1 sin 1 chicosl. I 
(A.17) 

que nous noterons : 

T* - $ =f& Y). (A.18) 

La determination de la constante, encore inconnue, A 
se fait a l’aide de (A.9): 

]WT*dY =jfl(f2 +$)dY 

0 0 

=jJJ2dY +$,dY = 0. 

0 0 

Mois comme ifI dY = 1, on obtient 
0 

A = - Gif,f,dY 
0 

(A.19) 
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ce qui donne pour la temperature 

T* = W, Y) - h, Y%(A Y) dY (A.20) 
0 

Le calcul de la fonction de a([31 p. 31) 

ma) = ~~(4 mica, y) dy 
0 

donne 

x [(tg a th a - c0tg a coth a) (c0th 2a - c0tg 2a) 

+ Z(coth 2a + cotg 21t1.t (A.21) 

Nombre de Nusselt 
Par dtfmition 

&=ftIt-cpb I 1 

k- -= k q - r, 7ya, 1) 

Nu- 1 = &(a, 1) - e,(aj. (A.22) 

La courbe pleine de la Fig. 2 represente la variation de 
4 Nu(a). 
Valeurs asymptotiques 

a-+0 
35 

Nu+-- 
3 

17 
CiW4+ +- 

414 

4 
a-+a Nu-+ia 

1 
car@r -*- 

4a 

On voit que, d&s que i > 1.8, on a pratiquement : 

Nombre de Frottement 
D’aprRs (30). on a : 

it.Re= 2(f;(d,l)/cequidonne: 

A.Re=4a2. 
sh 2A + sin 2A 

sh 2a - sin 21 

(A.23) 

(A.24) 

a-+0 A . Re + 6[1 + &a4 + 0@‘)] 

a-c0 A. Re -+ 4Aa. 

A propos du frottement, on peut indiquer encore une 
relation interessante 1iQ au profil des temperatures. En 
integrant (A.7) de 0 a 1: 

c’est B dire, puisque w‘(l) < 0 et que T* = js + 2 

n.Re=2GiI,(AY)dY (A.25) 

Refroidissentent d’un liyuide ascendant: G < tt 
Par definition. le flux de chaleur a la parai v, est ntgatif 

(rp < 0) on montre aisement que toutes lea equations sont 
les mtmes qu’au paragraphe precedent. Les conditions aux 
limites egalement. L’int~gration des equations (A.121 et 
(A.16) change car on &ire, en posant : 

G= -p 

-I 

~‘4) - a4f+f -=: 0 

T*(4) _ a4TX = A 

dont les solutions sont : 

w=a 1 

tga - thl 

(A.%) 

(A.27) 

(A.28) 

(A.29) 

Les formules dornnant A et Tc sont les memes que 
(A.19) et (A.201. Dans le cas present: 

Nombre de Nusselt 

Nu-’ = g2(5 1) - @&d) 

c’est B dire : 

Nu-‘= +‘_?” ’ tgathn 

2 2a(tga-tha)+(tgl-tha)2 

Nombre de Frottement 

Valeurs asymptotiques 
Pour1-+0,ona: 

NU-* N 5~1 + +a* + qa4)s”)l 

A. Re E 6[1 - &I4 + o(P)] 

(A.33) 

(A.34) 
Pour 1+ cc, il n’y a pas de formule puisque les fonctions 
en cause ne sont pas defirries pour les valeurs de a= ,%, 
annulont le denominateur tgl - thA = 0. Lorsque I croit 
a partir de 0. 

(A.30) 

(A.31) 

(A.32) 

(if a = n/2=+. w(y) =~cos~Y 

x2 
W(1) = - 2 0 

W(0) = ; 
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un point d’inflexion apparait pour Y = 1 Par example pour I = n: : 

(2) L = 1, 

tgl+thl2=0 

=%- w’(1) = 0 

1T 
W(Y) = -(chncosny + chny) 

shn: 

B’(0) = &(ch n + 1) 

L.e gradient de vitesse et le frottement sont nuls ii le paroi w’(1) = .*. 

(3) pour 1, < 1 <: 1, il y a une zone de vitesses negatives 
le long de la paroi. Le valeur 3r, = 5x/4 est une valeur critique. 

ONE-PHASE FLOW PROBLEM WITH VARIABLE PHYSICAL PROPERTIES IN A HEATED 
VERTICAL PRISMATIC CHANNEL 

Ahstrati-Dimensional analysis is made from the most general conservation equations written with 
boundary layer approximation. It is shown, with given wall heat-flux as boundary condition, that just as 
the fluid expansion coeffiiient B leads to the Grashof number governing free convection effects, viscosity 
temperature coefficient,. leads to a nondimensional number N governing variable viscosity effects. 

The concept of pseudo-developed flow is defined and numerical results for common types of laminar 
flows are given. The dimensional analysis is applicable without modification to experimental study of 

turbulent flows. 

EINPHASENSTRC)MUNG MIT VERANDERLICHEN STOFFEIGENSCHAFTEN IN 
EINEM BEHEIZTEN VERTIKALEN KANAL MIT PRISMATISCHEM QlJERSCHNITT 

Zusammenfassmg--Es wird eine Dimensionsanalyse gemacht ftir die allgemeinsten Erhaltungss&ze, 
angesetzt mit der Grenzschichtn~herung. Mit gegebenem Warmestrom an der Wand ah Randbedingung 
wird gezeigt, dass genauso, wie der Koeffiient B der Fltissigkeitsexpansion zur Grashof-Zahl fiihrt, die 
die Effekte der freien Konvektion erfasst, der Koeffizient der ViskositBtsiinderung, infolge Temperatur- 
gnderungen zu einer dimensionslosen Zahl N ftihrt. die verschiedene Viskositltseffekte erfasst. 

Das Konzept der pseudo-ausgebildeten Striimung wird dargelegt; es werden numerische Ergebnisse fiir 
gemeinsame Typen laminarer Striimungen angegeben. Die Dimensionsanalyse ist ohne Modifizierung 

auf Versuche mit turbulenter Striimung anwendbar. 

3AAA9A OB O~HOOA3HOM TEZIEHHH C IIEPEMEHHbIMH 
@H3BYECKMMB CBO$iCTBAMH B HAFPETOM BEPTBKAJIbHOM 

I-IPH3MATMrIECKOM KAHAJIE 

AnaoTaRlfa-AnannanpyroTcfl o6nRre ypanrieriarr coxpanenmf, aanricanrrbre B npH6nwHceHww 

IIOrpaHEl~HOrO CJIOH. HOXtaaaHO, IlpH aaJ@HHOM TeIIJlOBOM IlOTOKe Ha CTeHKe, =ITO nono6~0 
TOMy K3K KO3i#@ll~lieHT 06’beMHoro p3Clulip@HliR XGl~HOCTIl IlpllBeJleT K YHCJly rpElCrOtp3, 
onpeJ(eJIHmIIJeMy BJlliRHHe CB060&(~08 KOHBeKLWH, TeMIIepaTypHbIt KO3@+i~HeHT BHaKOCTEI 

~~HBOAMT K 6eapaaMepHOMy sacny N, 0npegenmo~eMy BmHH5ie naMeHeKm BHaKocTn. 

AaeTcH OnpegeneHHe HceB~opaaBEiToro TeqeHHR M IIpUBOJ+=ITCH peayJIbTaTEJ Am pHga 

naMuHapHbrx Tesewift. AHanHa paaMepHocTet MomeT 6bITb 6ea naMeHeH&i ~~HHHT npn 

3KCTlepUYeHTalIbHOM X3ySeHHH Typ6ya'IeHTHbIx Te'leHHti. 


